Sur les questions de minima qui se rattachent a
la représentation approximative des fonctions.

I

§ 1. Tant que la variable = reste dans le voisinage d’une méme valeur,
on parvient areprésenter, par les principes du calcul différentiel, une fonction
quelconque f(z), sous une forme donnée, avec la plus grande approximation
possible. Ainsi ’on trouve la représentation approximative de f(z), dans le
voisinage de  — a, sous la forme d’un polynome de degré n, en s’arrétant
dans son développement d’apres la série de Taylor

f@)=r@)+ T2 @) + =L @)+ . ..

au terme

1(:1:2— 7?:1"‘(@. On obtient de méme la valeur approchée de f(x)

sous la forme quelconque Z, en égalant & zéro pour x = a la différence
f(®) — Z et ses premiéres dérivées. — §’il ne s’agit que des valeursdez qui
avoisinent @, ces expressions de f(z) la représentent avec la plus grande
précision dont elles soient susceptibles d’aprés leur forme. Mais cela n’a
plus lieu, si la variable  n’est assujettie qu’a rester dans des limites plus
ou moins étendues. Dans ce cas les recherches des valeurs approximatives
de f(z) demandent des méthodes essentiellement différentes de cclles dont
nous venons de parler. Comme le degré de précision des valeurs approchées
des fonctions se détermine par la limite de leurs erreurs, il est clair que
Pon doit prendre pour la représentation de f(z) celle des expressions qui,
parmi toutes les autres de méme forme, s’écarte le moins de f(x) dans
Pintervalle, ol ’on cherche sa valeur approchée. Or les expressions approxi-
matives des fonctions, qu’on trouve par les principes du calcul différentiel,
ne satisfont jamais & cette condition; elles ne donnent la valeur de f(x)

avec la plus grande précision que dans le voisinage d’une méme valeur
18
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de z, ou, ce qui revient au méme, dans un intervalle infiniment resserré.
Par conséquent, lorsque z varie entre les limites plus ou moins étendues,
comme cela a lieu dans la pratique, on est obligé de modifier plus ou moins
les expressions approximatives de f(#) qu’on trouve d’aprés les méthodes
ordinaires. '

§ 2. Dans notre Mémoire intitulé: «Théorie des mécanismes connus
sous le nom de parallélogrammes» nous avons traité le cas, o 1’on cherche
Pexpression approximative des fonctions sous la forme d’un polynome et
nous avons donné la solution de ce probléme:

Trouver les modifications qu’on doit apporter dans la valeur approchée
de f(x), donnée par son développement suivant les puissances croissantes
de x — a, quand on cherche a rendre minimum la limite deses erreurs entre
x=a—he x=a-+h,h élant une valeur assez petite.

La solution de ce probléme procure facilement les éléments des para-
léllogrammes qui remplissent les conditions les plus avantageuses pour Ila
précision du jeu de ce mécanisme. Mais en cherchant & résoudre les autres
questions de cette espéce, nous sommes parvenu & reconnaitre combien il
est important d’avoir une méthode générale pour la solution des problémes
analogues & celui que nous indiquons ici, et consistant & déterminer les
expressions qui, parmi toutes les autres de méme forme, entre deux limites
données s’écartent le moins d’une fonction quelconque f(x).

C’est de la solution de pareils problemes que nous allons maintenant
nous occuper.

§ 3. Nous commencerons par exposer un théoréme général relative-
ment 4 la solution de ces problemes, qu’on peut énoncer de la maniére
suivante:

Etant donnée une fonction quelconque F(x) avec n paramétres arbi-
traires p,, Pgy....D,, ¥ Sagit par un choix convenable des valeurs
Dis Pay- -+ - D, de rendre minimum la limite de ses écarts de zéro entre
x=—h et x=—+h.

Passant aux applications de ce théoréme, nous montrerons comment
il sert & obtenir les équations qui fournissent la solution du probléme, ou
I’on se propose de représenter des fonctions sous la forme d’un polyndéme
ou d’une fraction rationnelle. — En définitive, nous montrerons le parti
qu’on peut tirer de la résolution de ces équations dans certains cas parti-
culiers, résolution que ’on effectue & I'aide des méthodes analogues & celles
dont on se sert dans I’ Analyse de Diophante, et qui donne naissance & plu-
sieurs théorémes algébriques d’un genre tout-a-fait nouveau.
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§ 4. Remarquons encore que les cas particuliers, qui seront traités
ici, sont trés importants pour la solution de ce probleme général:

Etant donnée la valewr approchée de f(x), déduite des méthodes ordi-
naires, soit sous la forme d’un polynome, soit sous la forme d’une fraction,
trouver les changements qu'il faut faire subir aux coefficients, quand on
cherche & rendre minimum la limite de ses erreurs emtre v=—a —h et
% == a -+ h, h étant une valeur assez petite.

Mais nous ne nous arréterons pas cette fois & ce probléme, résolu
en partie dans le Mémoire cité plus haut et dont la solution fera 1’objet
d’un autre Mémoire.

1I.

§ 5. La fonction quelconque F(z), entre les limites x= — 7 et
& = —+ h, ne s’écartera pas de zéro plus que d'une certaine quantité L,
si toutes ses valeurs depuis # = — A jusqu'da 2= —+% sont comprises
entre — L et + L, et que parmi elles il y en ait au moins une égale
a -+ L ou— L. — Supposons que cette valeur de F'(z) réponde & z = x,.
Comme F (x), pour toutes les valeurs de z comprises entre = —h,
%= -+ h, ne doit pas surpasser —+ L, ni devenir inférieure & — L, il est
clair que la valeur z =w,, qui réduit ¥ (x) 4 == L, doit étre ou l'une des
valeurs de z, pour lesquelles la fonction F'(x) devient soit mawximum soit
minimum, ou 'une des valeurs limites de z, c.-d-d. T = —+h, x=—h.
D’apres cela, et en faisant abstraction du cas ou la dérivée F(x)pourz = x,
devient infinie, nous concluons que z, doit vérifier I'une de ces équations

(t—h) (@+h)=0, F(x)=0,
et par conséquent celle-ci

(x—h) (@+h) F(x)=0,
ou
(@ —72) F' (@) =0.

La méme chose aura lieu pour toutes les valeurs de x qui, entre les

limites = —h, £ = —+ h, réduisent F'(z) soit & + L, soit & — L, ou, ce
qui revient au méme, qui vérifient 1’équation
F? () = LA

D’aprés cela, en désignant par

Tyy By o o B,
18%
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les valeurs de  dont nous venons de parler, nous concluons que les équations
(1) FPPx)=1° (*—"m) F'(x)=0

auront p. solutions communes

oll &, Tyy. - . ., sont des valeurs réelles, différentes entre elles et compri-
ses entre x = — h et x = —+ h.

C’est en ayant égard & ces solutions communes des équations (1) que
Y 8 q q

nous chercherons & déterminer les valeurs des parameétres p,, p,,....p, de
la fonction F(z), pour lesquelles la quantité I, qui désigne, comme nous
Pavons vu, la limite des écarts de F(z) de O entre £ = —h et £ = —+h,

devient la plus petite possible.

§ 6. Pour simplifier -ces recherches nous laissons de coté le cas, on
F(z) et ses dérivées par rapport & @, p,, p,,. . ..p, cessent d’étre finies et
continues entre = —*h et © = —+ h, et dans cette hypothése nous allons
établir le théoréme suivant:

Théoréme 1.

La quantité L qui désigne de combien la fraction I'(x) s’écarte de
Zéro entre v =-—h et x = —+h, n'est pas réduite a sa plus petite valeur,
st le systéme des équations

aF (z,) dF (z,) aF (@y)y
dpll7\1+—dpl—27\2+....+ dp,“)ﬁz_o’
daF (z,) aF (z,) dF (zy)y
5 a5, A . g . ... -—@‘277\9_ 0,
@ T
dF (z,) aF (z,) dF (x,)
dpy 7\1 -+ dpn2 7\2 dpnp' )p. =0

Tyy Ty,- .« o, SNt des valeurs de @, pour lesquelles la fonction F(x), entre
&= —h et & = —+ h, atteint ses valeurs extrémes «+ L et — L; Py Pos- - D,
désignent les parametres arbitraires de F(x).
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Démonstration.

Ce théoréme découle évidemment des deux propositions suivantes que
nous établirons d’abord:

1) Si les équations (2) ne sont possibles qu’autant que A, = O,

Ay=0,....%,=0, on trouvera des valeurs finies N,, N,....N, satis-
faisant aux p équations

dF (z) aF (z,) aF
N+ N, - -+-0£~‘)Nn= F(x),
aF (1) aF (z,) aF (x,)
(3) dpl N1+_d_p—2&N2+...'+-?ZK2N“:F(w2)’
aF (zy) aF (2,) A aF (xy,)
dpxu N,+—"%N, dpnp N,=F().
2) Au moyen des valeurs finies N;, N,,....N, qui vérifient les équa-
tions (3) on peut assigner un systéme de valeurs des paramétres p,, p,,....p,,
avec lesquelles la fonction F'(2), depuis *=—~h jusqu’d x=-h, n’atteint

ni la limite + L, ni la limite — L, et par conséquent, reste comprise dans
des limites plus étroites.

Démonstration de la premiére proposition.

§ 7. Quand il s’agit d’équations du premier degré, dont les coefficients
et les termes connus ont des valeurs finies, on parvient toujours & leur ré-
solution en quantités finies, si toutefois, en les résolvant par une des métho-
des usitées, on nc tombe pas sur une équation, ou toutes les inconnues dispa-
raissent et le terme connu ne se réduit pas & zéro. Or, si cela se présentait
dans la résolution des équations (3), on pourrait les combiner de maniére &
avoir

aF (x,) dF (x,) dF (z,)
o N S Ny S N, [

aF (x,) aF (xq) ar (x,)
T N G Ny S22 N, [0

= Fl@) \+F@) A+ F@ ), ;

...........................

AF(@y) o AP (@) oy . dF(zy)
Z N+ ;s Ny o N, [A,
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ou toutes les inconnues N,, N,, Ny,. -..N, disparaissent et le terme
Fa)h +F@)hy~+. ... +F@)A,.

ne s’annule pas, ce qui suppose qu’on parviendrait & vérifier les équations

R
1. 1 1
aF (z,) AF (z,) aF (xy)y
, A+ T, P 7, A, =0,
aF (z,) AF (xy) aF (xy)
B 1" ap, N Tn e =0

sans réduire I’expression
Fa)M+F@)A~+....+ F(x
a zéro, et par conséquent, sans faire

=0, L,=0,....%,=0.

Done, tant qu’on ne peut vérifier les équations (2) par des valeurs
de X, %, ...A,, autres que A, =0, =0,....%, =0, on est certain
de trouver des valeurs finies N, N,,....N, satisfaisant aux équations (3),

ce qu’il s’agissait de prouver.

Démonstration de la seconde proposition.

§ 8. Soit ® une quantité positive, infiniment petite, N,, N,,....N,
des valeurs finies qui satisfont aux équations (3), F,(x) la valeur que prend

la fonction 7 (x) quand on change ses paramétres

Dy Poy- - oDy
en

»—N o, p—No,....p,—N, o.

Comme il ne s’agit que du cas, ol la fonction F(z) et ses dérivées par
rapport & %, p,, p,,. . . .p, restent finies et continues pour toutes les va-
leurs de # comprises entre x —=—»h et x = —+ & (les seules valeurs de z
que nous aurons i considérer), la fonction F(x), qu’'on trouve en chan-
geant dans I'expression de F(x) les quantités

.p17 p27' . '.pn
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en
p, — N,0, pp— N,o,....p,—N, o0,

n

peut étre représentée ainsi

(4) Fyx)=F(x)— [d—lc%c) N, + ds;;f) Ny+. ...+ dé;(:) N”] o + Ro?
olt R est une fonction de o et de z, qui ne devient pas infinie pour & = 0.

D’aprés cela il est aisé de montrer que, depuis = —5h jusqu’a
& = =+ h, la valeur numérique de F'(x) reste au-dessous de L, en suppo-
sant bien entendu, que la quantité L n’est pas nulle, ou, ce qui revient au
méme, que la fonction F'(x), entre = —h et x = -+ h, n’est pas con-
stamment égale a zéro.

Pour s’en assurer nous remarquerons que d’aprés la formule (4) et en
vertu des équations (3) on trouve pour =,

F()=F@)—F@)o+ " R=F(z)(l —o)+o’R,

et comme F(x,) d’aprés (1) se réduit & &= L, valeur différente de zéro, et
que w, par notre supposition, est une quantité positive infiniment petite,
la valeur numérique de cette expression de F(x,) est évidemment au-des-
sous de L.

La méme chose a lieu, si I'on donne & « une valeur dont la différence
avec x, ne surpasse pas une certaine limite finie. — En effet, d’apres les
équations (1) et (3), pour # =, les expressions

F (@),
ar (x) dF () aF (z)
a; N, + . Ny+... .+ T N,

ont la méme valeur == I, autre que zéro, et en vertu de la continuité des
fonctions qui composent ces expressions, elles ne peuvent varier brusque-
ment. D’oti il suit que dans le voisinage de # =, ces expressions auront
des valeurs différentes de zéro et de méme signe. Mais tant que cela a
lieu, I’équation (4), ot © est positif et infiniment petit, donne pour F| (x) une
valeur numériquement au-dessous de F(z), et par conséquent au dessous
de L, qui est la limite des valeurs de F(z) entre = — h et £ = —+ h.

On reconnait semblablement que la valeur numérique de F(x) reste
inférieure & L, si z est dans le voisinage de ces valeurs

Ty, Byye oo Ty

Il reste & prouver que cela a lieu aussi pour toutes les autres valeurs
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de z, comprises entre £ = —k et = —+ h. Or, commez,, z,,. . . . &, sont les
seules valeurs de x pour lesquelles la fonction F'(x), entre x —= —£h et
& = —+ h, atteint ses valeurs limites — L et + L, et que F,(z) ne difféere
de F(x) que par des termes infiniment petits, il est clair, que dans le cas,
ot  n’est pas dans le voisinage de x,, x,,. . . ., , les fonctions F (z) et
F'(x) ne peuvent s’approcher ensemble infiniment prés de — L et de + L,
et par conséquent, les valeurs de F,(x) seront comprises dans des limites
plus étroites.

Ainsi on parvient & reconnaitre que, depuis x = — hjusqu’'a x = —+ b,
la fonction Z7(x) qu’on trouve en changeant dans la fonction F(z) les para-
metres

Pyy Pas- - Py
en

»n—N, 0, p,— N,0,....p,—N, o,

ne peut atteindre ni la limite + L, ni la limite — I, ce qui prouve la
proposition.

I.

§ 9. Le théoréme que nous venons de donner nous servira pour trouver
les équations, qui déterminent les valeurs des paramétres p,, p,,. . . .p, avec
lesquelles la fonction F'(x) s’écarte le moins de O entre z=—=-—h et 2= —+h.
On trouverait facilement ces équations, si I’on connaissait d’avance le
nombre ., qui désigne combien de fois, depuis x = — & jusqu’a £ = -+ h,
la fonction F'(z), avec les parameétres cherchés, atteindra ses valeurs extrémes
— L et + Lj; et I'incertitude, qui plane ordinairement sur la valeur de p,
produit la principale difficulté des présentes questions de minima. Nous
allons montrer maintenant comment on peut toujours lever cette difficulté
Jjusqu’a un certain point, et méme complétement dans plusieurs cas spéciaux.

Relativement au nombre p il y a deux hypothéses & faire: 1) p sur-
passe », nombre des parameétres arbitraires de F'(z), 2) g ne surpasse pas #.
Chacune de ces hypothéses, comme nous verrons plus tard, peut avoir lieu;
examinons-les.

§ 10. Le nombre p. surpasse n. Dans ce cas il n’est pas important de
connaitre la vraie valeur de p.; car, p étant plus grand que », la série

Zyy Ty, n

contiendra au moins -+ 1 valeurs différentes, et alors d’aprés le § 5 les
équations
F2 () =L, (2*—0?) F'(x)==0
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doivent avoir au moins 7 -+ 1 solutions communes, ce qui entraine » -+ 1
équations entre » -+ 1 quantités inconnues, savoir: » paramétres cherchés
de F'(z) et la quantité L qui désigne de combien la fonction F () s’écartera
de zéro entre les limites: # = — h, £ = + h. Par la résolution de ces
équations on aura toutes ces inconnues, si toutefois on ne tombe pas sur des
équations identiques, ce qui ne peut avoir lieu que dans des cas exception-
nels. Nous ne nous arréterons pas & présent a ces cas particuliers, car ils
ne se rencontrent point dans la solution des questions dont nous devrons
nous occuper.

Donc, si le nombre @ est plus grand que », on se passera tout-a-fait
des équations (2). D’ailleurs, il n’est pas difficile de remarquer que dans ce
cas elles ne donnent rien ni par rapport & L, p,, p,,. . . .p,, Di par rapport

& @y, Ty,....%,; car, p étant plus grand que #, le nombre des équations (2)
est au-dessous de celui des inconnues A, A,,. .. .7\“.

§ 11. Le nombre p. ne surpasse pas n. Dans ce cas les équations (2),
par I’élimination de p. inconnues A, A,,. . . A fournissent » — p. + 1 équa-
tions entre n -+ . quantités

pn pzy- .. 'pm
Tyy Lgye o .

D’autre part, en faisant dans les équations (1)

on trouve encore 2u équations entre p,, py,....p,, %, ,,- . - ., et L.
Done, on aura en tout # + p. -+ 1 équations entre le méme nombre d’in-
connues

D1y Pgse v - +Ppy Tyy Lyye o - Ty L.

Par la résolution de ces équations on parviendra & déterminer et la
quantité L et les parametres cherchés p,, p,,....p, de la fonction F'(x). Mais
comme ces équations changent essentiellement avec la valeur du nombre .,
et pour embrasser tous les cas possibles, on examinera séparément ces n
hypotheses:

=1, 2, 3,....m,
les seules possibles & cause de p. < n et p > 0.

§ 12. Tant qu’on ne saura rien d’avance sur le nombre ., on ne pourra
connaitre les parametres cherchés de F'(z), avec lesquels elle s’écarte le
moins de zéro depuis @ = — k jusqu'da = -+, qu’en comparant entre
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elles les valeurs de L, trouvées dans les différentes hypotheses sur ., savoir:
p>netp=1, 2,....n. Remarquons que I'importance de l’examen de
divers systémes des parametres entrant dans F'(z) et du choix de celui qui
donne la solution cherchée tient & lanature de notre probléme, otiI’on cherche
le minimum minimorum de L, ce qui exige qu’on ait les valeurs de tous les
minima possibles. Mais souvent on parvient facilement & reconnaitre que
les équations (2), dansle cas de A, A,,. .. -h, autres que 0, sont impos-
sibles pour certaines valeurs de w; alors le nombre des hypotheses possibles
sur la valeur de p diminue, et par 13 la solution de notre probléme se
simplifie notablement.

Un de ces cas, a la fois le plus intéressant et le plus fréquent, est
celui, ot d’apres la nature de la fonction F'(x), les équations (2) entrainent

N=0, ,=0,....) =0,

tant que p. ne surpasse pas ». Alors, suivant le théoréme 1, on ne pourra
réduire L a sa plus petite valeur sans faire . > n, et, comme nous venons
de le voir (cas de p. > n), la quantité L et les paramétres cherchés de F(x)
seront déterminés par la condition que les équations

F2(z) —1*=0, (&*—1) F (x)=0,
aient au moins #» 4+ 1 solutions communes. Comme ces solutions sont
x =,

y X =12y, T=1T35,....

nous concluons, en vertu de ce que nous avons vu dans le § 5 par rapport
a ces quantités, que les n -+ 1 solutions communes de nos équations seront
nécessairement inégales et comprises entre £ — — h et £ = - h.

IV.

§ 13. Pour montrer le parti que l’on peut tirer de ce que nous avons
établi ci-dessus, nous allons examiner spécialement ces trois valeurs de F'(z):

F@)=pa" "' +p, 2" " 4. .. cp,  w+p,— 7,

DT PRy TPy
F(x) = Aga™+ Ay am 1+ Ay T x+ Ay, ¥,

F(#) D ==t g —l—2 4 p. 4 Epp_ — ¥
Pt @+ pp gt pa a1 ’

ou ¥ est une fonction de x qui reste finie et continue, ainsi que ses déri-
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vées, depuis x = — h jusqu’d = -+ h. La solution de notre probléme,
pour ces trois valeurs de F'(z), est d’autant plus importante qu’elle se rat-
tache évidemment a la représentation approximative des fonctions soit sous
la forme d’un polynéme, soit sous la forme d’une fraction avec un dénomi-
nateur donné ou arbitraire.

Premaer cas.
Fa)y=pa" ' +p, 2" 2 +. ... «+p, 2+p,— Y.

§ 14. Dans ce cas on parvient facilement & reconnaitre que les équa-
tions (2) supposent

A =0, )\2::0,-...7\M=0,

Sl (. e surpasse pas n.
En effet, la différentiation de

Fa)y=p, 2" ' +p, 2" +... p, r+p —Y

par rapport & p,, p,,....P,_,, P, nous donne

AF@) _  n— dF@) _ 0 AF@) __ . dF@)__ 4
dp, — ? dp, U

7 tdpp—y T T dpy

En vertu de cela, les équations (2) deviennent

n—i n—1 n—i1 ___
P A O WA . AT =0,

n—2 n—z n—z
A, + A2, T +7\ku =0,
N, +=NT . +A,2,=0,
A=A . i +A, =0,

et, en prenant la somme de ces équations, apres les avoir multipliées respecti-
vement par les quantités quelconques K, , K, ,,....K,, K, nous obte-

nons
AP@)+AP@)+. ...+ P@,)=0,

ol
n—22

—1
"+ K, 2" +....+Kz+K,.

P@)=K,_

1

Or, comme P(x)=K, _ "'+ K _a"*4+...... +Kz+ K,

n—1 n—2
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peut représenter toutes les fonctions entiéres de degré au-dessous de », on
pourra faire

P (@)=(@—2,) (@—a). . . .(r—x,) ="' — (@, 2+ ... +3)2"
(@@ T, w )T

si g ne surpasse pas n, et pour cette valeur de P (x) 1’équation précédente
devient
A (@ —y) (@, — ). ... (&, —,)=0;
d’ou résulte
A, =0,
les quantités @,, z,, @;,. . . .x, étant toutes différentes entre elles.
De la méme maniére on trouverait

en prenant i
P (@)= (@—a,) (@ —a,) @ — =),
P@)=@—2)@—2)....@—2z,_)).

De ce que nous venons de prouver par rapport aux équations (2) dans
le cas de

Fay=pa" "' +p,a" " +....+p,  x+p,—7%,

et du § 12, on déduit ce théoréme:

Théoréme 2.

Les quantités p,, Pgy- - « -Dp_,> Py, étant choisies de maniére a ce que
la fonction ’
F(2) =n g +p2x”

e p, x+p,—Y
s’écarte le moins possible de zéro depuis v =-—h jusqw’a x= —+h, les
équations

Fi(x) — L[*=0, (2*—h) F'(x)=0

ont au moins n—+ 1 solutions communes, différentes entre elles et comprises
entre x=—"h et x=-+h. La quantité L désigne la limite des écarts
de F(x) de 2éro entre x = —h et x =—h.
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Deuxiéme cas.

Y e o X e SRR Y et L Y
F(o)= AgaxM4-Ayam 1 . Ay x+Apy Y.

§ 15. En cherchant & résoudre notre probléme pour cette valeur
de F(x), on pourra bien se borner au cas, ot le dénominateur de la fraction

”n— J—
DT P2 Ly XDy
AgaxM4- A, aM -+ Ay 2+ Ay,

ne s’évanouit pas entre 1 =—=—"h et v = -+ h. En effet, d’aprés la nature
du probléme, la fraction cherchée doit étre nécessairement 1'une de celles
qui ne cessent d’étre finies depuis = — & jusqu’ & £ = —+ k.

Par conséquent, si son dénominateur

. m—1
d,z, + A x +....+4, z+ A,
contenait des facteurs s’annulant entre £ = — h et £ = -+, son numéra-
teur
n—i1i n—2
A e

devrait étre divisible par tous ces facteurs. En vertu de cela la fraction
cherchée serait réductible a la forme plus simple, ol le dénominateur est la
fonction 4y2™ + A4, 2™ ' +... .+ A4, _ o+ A_, dépourvue de tous ses
facteurs susceptibles de s’annuler entre £ = —h et = -+ h, et le numéra-
teur une fonction de la méme forme que

n—1i n—2
plx +p2x +....+p”_lw+pn,

mais de degré inférieur & »— 1 d’autant d’unités qu’on trouve dans la
fonction

m m-—1i )
4,5" + A, x +....+4,  x+4,

de facteurs linéaires qui s’évanouissent entre z = — h et x = —+ h.
Ainsi notre probléme sur la valeur de

B N b Y e SRR 2 A e ub L
F(z) = AgaMa- A, M4 .+ Ay T+ Ay, Y
se réduit toujours au cas, ou le dénominateur ne s’annule point entre les
limites # = —h et ¥ = -+ h. — C’est de ce cas que nous nous occuperons
maintenant.
Comme Y, par hypothése, est une fonction qui reste finie et continue,
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ainsi que ses dérivées, entre x = — h et = —+h, et que le dénominateur
de la fraction

D1l p, "2 L Py X+ Dy

Aga™4+ A 2™ . ...+ Ay, x+ A,

ne s’annule pas dans ces limites, il est clair que dans cet intervalle ni la

fonction
_pE T ep Ry 2Py
F($)—A0xm+ Ay g+ Ay Ay, T,
ni ses dérivées par rapport & z, p,, p,,-...P, _,, P, ne cesseront d’étre

finies et continues. Donc, pour cette valeur de F'(x) le théoréme du § 6
aura lieu.

D’autre part, on reconnait aisément qu’avec cette valeur de I'(z) les
équations (2), dans les cas de p. < n, supposent que

A =0, 4=0,....%,=0.

En effet, pour cette valeur de F'(») et en faisant pour abréger

A"+ A 5™ w4, A, =0 (@),
on trouve
dF () __ a1 dF(x) __ 2" * Afx) = dF@ 1
dp, ~ @@’ dp, ~ @@’ " dp,_, @@’ dp, = ¢ (@)’

En vertu de cela, les équations (2) deviennent

T L L. S A A 0,
? (@) ® (22 @ (@)
— —_ n—
Alwl” : )‘2{02” 2—!— IR +______)\qu 2:07
P (z1) o (@) P (xy)
Aoy 2,2, )‘P- Ty =0
@) To@ t @) )
R L .
(P (xl) (P (xz) .......... CP (mp.) ?

ol ¢ (x,), ¢(x,). .. .cp(mp)‘ sont des valeurs différentes de zéro, car la fonction
p@)=Ad, 8"+ Az ... +A4, x+ 4,

ne s’annule pas entre x=—~h et z =, et les valeurs z,, ,,....%,,
comme nous ’avons vu (§ 6), sont comprises dans ces limites.
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En multipliant les équations précédentes respectivement par les quan-
tités
K K, ,,.... K, K,

n—1u’ n

et prenant leur somme, on a

WP (@) | MP(r) S Tl TV
@ () @ () T ? (zy) ’
ou
Pw)=K, 2" '+K 2"+ ... +Kzr+ K,

En répétant les raisonnements employés dans le premier cas, on conclut
que cette équation, oll @(,), ¢(%,),....¢ (4,) sont des valeurs différentes de 0,
entraine A, =0, A,=0,. .. -\, =0, tant que p. ne surpasse pas n.

C’est pourquoi nous parvenons, comme dans le cas précédent, & ce
théoréme:

Théoréme 3.

\

Les quantités p,, pyy- - . -Pp_,» P, €lant choisies de maniére a ce que
la fonction

Al pya T2, e Pp TPy
F(2)= Aga™m+ A g™ 1.+ Ay T+ Ap, ¥,

depuis x = — h jusqu'a x = —+ h, s’écarte le moins de 2éro, les équations
Fx)—I12=0, (2* — k) F'(2)=0

ont au moins m -+ 1 solutions communes, différentes entre elles et comprises
entre x = —h et x = —+ h. La quantité L est la limite des valeurs de F(x)
entre x—=—"h et = —+h.

Troisiéme cas.

F(w) —P a1 Dy a2 Pyl B+ Py Y
Pl @ 4Dy p @l pp 1

§ 16. On peut toujours supposer que la fraction

Py xn"—l—l —+ Py mn——l——Z oDy 1 x +pn——l

Ppigg @+ Dp e @l 1

est réduite & sa forme la plus simple. Dans cette supposition, et en re-
marquant que la fraction qui résout notre probléme de minimum ne cessera
d’étre finie entre z = —h et x = =+ h, on conclut que son dénominateur
restera différent de zéro entre ces limites, et dans ce cas ni la fonction

F( __p a1 g, g —l—2 4 Pl 1T Pp] Y
.’,U) - 1 l—1 ?
Pp—l 1 %+ Pp—]g2® A P11
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ni ses dérivées par rapport 4 @, p,, p,,....p,_,, P,, Ne peuvent devenir
infinies ou discontinues pour les valeurs de # que nous aurons & considérer.
Dong, le théoréme du § 6 sera applicable aussi & cette valeur de F(z).

Pour tirer de ce théoréme les équations relatives & p,, p,,....p,_,,
P,,, L, nous commencerons par chercher les valeurs de

dF (x) dF (z) dF(x) dF (x)
dpy ' dp, ¥" 7 Tdpe_,’ dpp °

D’apreés 1’expression de F'(z), et en faisant pour abréger

—l — ]
plxn l+p2xn 2+""+pn_..l_lx+pn._l=4)(x)’
{ I—
Py 11 @ +Pp 1,8 AP T+ 1 =10(),
nous trouvons
AF(x) __ a® =1 §F(x) __ an—i—2 dF(@ __ « dF@ __ 1
dp, ~ @@ ? dp, T e@) 7 dpy_i—y 9@’ dpp_; o)’
dF (@) oY@ _dF (@) :_ml—1¢(m) ar@ 2?9 dF(@@) 2y (@)
APp—ir 9@ T dPp_i4 P*(x) 7 dpp—y P (x) ! dpy 9%(2)

Dés lors les équations (2) deviennent

—l— —l— n—Ii—1
A ™ l— Ao 2" I—1 A @y,

® —
o@ v e T BT R
Mtz g n—l—2 My w2
o) T oe@) v T eE O
M, Ao @y My
(@) YA AR -+ P@) 0,
)‘_l _)\_’ Ay _
<P(w1)+<P(w2) e i S +cp(xu) =0,
o M ¢ (1) xll _ ) (q) i”zl . . )‘p. ¢ (wy.) xp,l —0
<P2 (xl) q)z (w2) ....... —~———‘—*<P2 (xp.) y
RN TCAT X R TCAT. Ko ST " . " L N
@ (2) 9* (xp) e 9% (my) !
M ) (1) 22 Ay (20g) 22 . . A ¥ (xp.) -”"2p, —0
(P2 (‘”1) <P2 (-"32) ........ ————(Pz (.’L'P.) )
___)\1‘1-’(‘”1)“31 MY @)m, ___)‘p‘*p(my.)xg —0
@ (x)) Pr(my) T P2 (@) !
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Il n’est pas difficile de montrer que ces équations, dans le cas
de p.<Zm et Ay, Ay, . .. .2, autres que O, entrainent celles-ci:

5) { 2 =0, p,=0,....p,=0, |
| pn—-l+1 - 07 pn———l+z = 07 cte 'pn—-l—f-d = 07
ou

d=mn-—+1—p.

Pour le prouver, prenons la somme de ces équations aprés les avoir
multipliées respectivement par les facteurs arbitraires

B, , B, ,,....B, B, C, C_,,....C,, C,,
ce qui nous donne
M P (xy) Ao @ (225) _ by P () _
@ T Em T T ewy — O

en faisant pour abréger

® @) =09@[B,_,_o" " '+B "4, 4 Bz + B]

n—Il—:2
— @) [Ca O T + G,z + C,].

D’aprés cette équation on trouverait

=0, ,,=0,....%,=0,

comme dans les cas précédents, si par un choix convenable des quantités

B B ...B, B,, G, C_,,....G, C,

n—Il—1? n—l—2"
dans la valeur de
®@)=0@|[B, , 2" '+B, , ,a" " *+....+Bas+B|
— @) [0 0 @ + Gz + C]

on pouvait faire

P (@) =(0—a,) (@—y). . . .(@—2,)=2"" (@42 . . )T

@(x):(m—wl) (z—ax5). . . .(w—xu)za;“_‘—-(ml+x3+ ) Al S

--------------------------------------------------------
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D’apreés cela, pour prouver que les équations (2), dans le cas de p. <
et A, Ayl .. ‘)‘u autres que O, entrainent les équations (5), il suffit de
montrer que la formule

@[B, , " '4+B , " "*a. ... 4+Bax+ DB,
¢ n—Il—1 n—Il—2 1
— @) [0 0 B P + C,x + O]

peut représenter toutes les valeurs de & (x) mentionnées plus haut, si les
équations (5) ne sont pas satisfaites. C’est ce que nous allons faire.
Comme la fraction

b(®__ p a1l a2l ep TPy

@ (x P & Pp @ - pp -1

est irréductible, et que son dénominateur

l—1

{
cp(x):pn_l_'_lx ey TR SN oy A 1

n’est pas divisible par z, il en résulte que les fonctions @ (z) et 2 () sont
premiéres entre elles et, par conséquent, qu’on peut trouver des fonctions M
et N satisfaisant a cette équation:

o) M—zd(x) N=1.
D’ou nous tirons

B (7) = @ (@) [p (&) M— o (2) N]
— (@) [® @) M—29@) Q] — 2 Y (@) [P (@) N— o (@) @],

@ étant une fonction quelconque. De cette expression de & (z) on conclut
qu’elle est représentée par la formule

@ |[B,_,_ " "'+B,_, " "*+....+ B+ B
— 2@ [0 O d + Gz + (],

si toutefois le choix convenable de @ abaisse les degrés des fonctions
P@)M—2@)Q, P@N—e@)Q

respectivement au-dessous de n—1, . Or, comme nous le verrons tout &
I’heure, on y parvient toujours dans le cas ou les équations

=0, p,=0,....p,=0
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ne sont pas satisfaites, en prenant pour @ le quotient de la division
de & (x) M par z{ ().
En effet, pour cette valeur de ¢ la fonction
P@M—zd(@)Q

se réduit & R, R étant le reste de la division de P (x) M par z{(z), ct par
conséquent, elle est de degré inférieur & celui de z{ (x) ou "
En passant a la valeur de

P@)N—o (@)@,

nous remarquerons que les équations

@M —sb@N=1, @) M—2ob(@)Q=2R
donnent

_lazy@)N __(I)(x)M—R

M= —o-— ¢=—"73m

D’ol résulte eette expression de @:

Q: P (x)+2P (@)D () N— Ro(x)

x 1 (x) @ (%) !
et par la
P (x) Py N—R i R
©(2) N—g (1) Q=D () N— T 2e@pON=Tel) _ _ 1@, Boln

D’aprés cette valeur de
P @) N—o¢(@)@Q

on reconnait aisément que son degré sera inférieur a/, tant que les équations

P, =0, p,=0,....p,=0

ne seront pas satisfaites, ou, ce qui revient au méme, tant que le degré de
la fonction

Y@)=p, 8" T e e, D,
surpassera #—1I!—d—1, ou p. —1—2, d étant égal & n+1—yp.

Pour s’en assurer, on remarquera que dans ce cas, la fonction P ()

étant seulement de degré p.— 1, le terme 57((% sera de degré inférieur &

p—1— (p.—1!—1)=1. Quant & I'autre terme de la valeur de

P R
@ N—9()Q=— 2 + 22,

19%
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il est aussi de degré inférieur & /, car R, comme nous l'avons vu, est de
degré inférieur & celui de x{ (), et la fonction

. ] l—)
cp(x)_pn_l_Hx P 1, . =p T+ 1

ne peut pas étre de degré plus élevé que /.
Ainsi nous parvenons & reconnaitre que, dans le cas o les équations

»=0, p,=0,....p,=0

ne sont pas satisfaites et ou @ est le quotient de la division de & (x) M
par z{ (x), les expressions

P@M—2d(@)Q, P@)N—o()Q

sont respectivement de degrés inférieurs & n—1 et I, ce qu’il fallait dé-
montrer.

De la méme maniére on parvient & reconnaitre que, dans le cas ou les
équations

pn—-l+1 = 07 29n—l+2 = O’ v 'pn—l+d =0

ne sont pas satisfaites, les degrés des fonctions
PR M —2b@) @ P@N—o@) ¢

sont respectivement plus petits que n —7 et /, tant qu’on prend pour @ le
quotient de la division de & (z) N par ¢ (z).

En vertu de quoi, comme nous ’avons vu, les équations (2), pour
p<n et A, Ayl .7\p autres que zéro, entrainent certainement ces
équations

pl=o7 p2=0""'pd=07

P 10, =0,2,_,,,=0,....0, ,,.=0,

ol
d=n—+1—yp.
D’olt découle, d’apreés le § 12, le théoréme suivant:
Théoréme 4.
Les quaniités p,, p,,....p, étant choisies de mamitre a ce que la
fonction

F(z) e gl gy @ pp —Y
— — )
pn_(_,_,xl+pn_l_,_,:cl Ve pp2+1
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depuis = —h jusqu’a x = —+ h, s’écarte le moins possible de zéro, le
nombre des diverses solutions commumes aux deux équations

@) —L'=0, (2*—h) F' (@) =0

et comprises entre x ——h et x =+ h ne peut étre inférieur & n + 1
de d unités, & moins qu’on n’ait

p1: Oa p2=0, cte 'pd= O’ pn—l+1 = 07 pn—l+2:O7' ° 'pn——l+d=O'

La quantité L est la limite des valeurs de F (%) entre x=— — h et
= —+h.

Comme chaque racine commune aux deux équations entraine une rela-
tion particuliére entre leurs coefficients, il est clair que par ce théoréme on
obtiendra n + 1 — d équations entre les quantités

Dy, Pgy- - 'pm L7

que les fonctions F?(x) — L?, (x — k% F’ () contiennent, et comme on a, en
méme temps,

=0, p,=0,....p,=0,
pn—l+l = 07 -pn——l+2 = O" ° 'pn——l+d= 07

on aura en définitive m+d -+ 1 équations entre les »-+~1 quantités
cherchées: p,, p,,... p,, L. D’ou il suit que, sauf le cas de d =0, ces
équations ne sauront étre satisfaites & moins que les données du probléme
elles mémes ne vérifient certaines conditions, ce qui nous porte & conclure
que le nombre d ne cesse d’étre égal & 0 que dans des cas exceptionnels,
ol les quantités comprises dans la fonction ¥ avec la valeur donnée de 2
vérifient certaines équations.
Abstraction faite de ces cas, on aura

d=0,

et alors, suivant le théoréme démontré, le nombre des diverses solutions
communes aux deux équations

F'(n)— L*=0, (@*—h?) F' (©) =0

et comprises entre = —h et £ = —+ h sera au moins égal & » + 1, comme
cela a lieu toujours pour les deux autres valeurs de F'(z) déja considérées.
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V.

§ 17. Pour montrer l'application des théorémes relatifs aux trois
valeurs particulieres de F'(x) nous chercherons la solution de ces trois
problémes: '

1) Quelle est la fonction entiere qui, parmi toutes celles de la forme
2t -p & AP e D, S'écarte le moins possible de
zéro entre les limites x —= —h et x —= + h?

2) Quelle est la fraction qui, parmi celles de la forme

an "“_p' an—1 +p" ah—2 4 ... ___,_p(n——l) x +10(")

Aga =1y g an—l=24 A4, ; cax+dy_ 5, !

1 n—Il—z

ayant le méme dénominateur A,z" '+ 4, +o+d, , xvdA,
s’écarte le moins possible de zéro entre les limites x = —h et v = —+h?

3) Quelle est la fraction qui, parmi toutes les autres de la forme

—1

pat—l1 4 g gl e pr—l—0) g4 p(n—)

p(n-—l_H) ! +p(n—~l+2) =1, ._,,p(n) z +1,(n+1) ’
entre £ = —"h et ©==-h s'écarte le moins possible d’un polynime donné
"l AT - BT R a2

§ 18. Tous ces problémes ne sont, évidemment, que des cas particuliers
de ceux, dont nous nous sommes occupés dans les §§ 14, 15, 16, et d’apres
les trois théorémes démontrés ci-dessus on parvient facilement aux équations
qui déterminent leurs solutions. Mais, en passant & la recherche des résultats
définitifs, on reconnait tout de suite que les équations qui déterminent les
quantités cherchées

DPry Doy v v Py Py

ne peuvent étre résolues a l'aide des méthodes connues d’Algébre, si ce
nest quand le nombre de ces quantités est trés limité; car, ces équations
étant de forme trés compliquée, leur résolution, dans le cas de plusieurs
inconnues, demande des calculs tout-a-fait impraticables. Donc, si lon
cherchait & résoudre nos problémes au moyen de ces équations, on ne
saurait aller au-deld d’un petit nombre de cas particuliers qui, pris isolément,
ne présentent pas beaucoup d’intérét. — Nous montrerons dans les pa-
ragraphes suivants qu’on peut donner la solution générale de nos problemes,

en les réduisant aux questions d’ Analyse indéterminée.
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Nous parviendrons & opérer cette réduction, en observant qu’en vertu
des théorémes démontrés plus haut la solution de ces problémes est caracté-
risée par une propriété trés simple dont jouit un systéme de deux équa-
tions, composées des fonctions cherchées, et dont I’expression analytique,
comme on verra, fournit des équations indéterminées de second degré entre
les polynomes cherchés contenus dans les fonctions et certains autres poly-
nomes qui jouent le role d’inconnues auxiliaires. C’est & 1’aide de ces équa-
tions indéterminées que nous obtenons la solution définitive de nos probléemes,
solution qu’on ne pouvait trouver & I’aide des méthodes ordinaires d’Algébre.

§ 19. La méme méthode peut étre avantageusement employée dans
plusieurs autres cas et, entr’autres, dans les recherches générales sur la
représentation approximative des fonctions, soit sous la forme d’un poly-
nome, soit sous la forme d’une fraction quelconque, ou elle donne la solu-
tion du probléme mentionné dans le § 4. C’est ce que nous nous proposons
de faire dans un autre Mémoire, olt I’on verra combien la solution des pro-
blémes particuliers, que nous donnerons & présent, est importante pour les
recherches générales sur la représentation approximative des fonctions sous
une forme rationnelle assignée.

Sur la foncfion qui, parmi celles de la forme

2

n—i n—
B, 4P A P& A =P TP,

s’écarte le moins possible de zéro entre les limites v = —1" et v =+ P

VI
§ 20. Comme la fonction

R A e S N R
n’est que la valeur de
P i, +p, — Y
pour le cas, ol ¥ = — 2", nous concluons, en vertu du théoréme 2, que,

les coefficients
pn ’]09,- LI 'pn_u pn

étant choisis de maniére & ce que P’expression

2

Fa)=a"+p 2" 4pa" 7+, .. =P TP,
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s’écarte le moins possible de zéro entre x = — & et £ = —+ h, les équations
(6) FPa)—L*=0, (@*—hr)F'(2)=0

ont au moins » + 1 solutions communes, différentes entre elles.
Supposons donc que

T =,

soit I'une de ces solutions. Il n’est pas difficile de s’assurer qu’alors1’expres-
sion \
(#® —h?) (F*(x)— L?)

sera divisible par (x —2,)%. En effet, d’aprés la premiére des équations
précédentes, 1’expression

(*—1) (F* (x) — L)
s’annule pour = = z,. De plus, comme sa premiére dérivée est
2 (2*—1?) F (@) F (%) + 22 (F*(x) — L?),

elle se réduira aussi & zéro pour &=, en vertu des'mémes équations, ce
qui nous prouve que I’expression
(2 —1?) (F? (x) — L?)
est divisible par (z — z,)2.
La méme chose a lieu par rapport aux autres solutions, communes

aux équations (6), et comme le nombre de ces solutions, différentes entre
elles, n’est pas au-dessous de n —+ 1, il en résulte que I’expression

(& —#) (F* (@) — L)
est divisible par » —+ 1 facteurs différents entre eux
@—x)?, (x—x) @—x)%....(c—z,),
et, par conséquent, par leur prodﬁit
@—ax) @—ax,) @—ax). ... (6 —a,)
Mais I’expression
(2* — 1) (F?(x)— L?),

ol

n n—i1 n—2
F@y=x"+pz P, & ... P, D,
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n’étant que de degré 2m —+ 2, le quotient de la division de.cette expres-
sion par le produit

@—m) (@ —2,f @—ax). ... x—ax,)
ne peut étre qu'une constante. Donc
(2*—1) (P2 (0)—I?) = C(z—=a,)* (z—a,)? (3—,)". . . . (2—a,)"

Cette équation n’aura lieu, évidemment, que si # + & et £ —~% sont au
nombre des facteurs

C—Tyy T— Xy, T—Lp,....2—T,.
Or, si on suppose
T—z,=x+h, x—x, =2—h,
cette équation, divisée par (z + k) (x — h) = 2* — h?, devient

Fa—LP=0@*—"nm @—=z,)....c —=z,),
ou

(7) P2 (2) — L= (2" — ") *(2),
en dénotant par & () la fonction entiére
VCO@—zy)....(x—m,)

C’est 4 ’aide de cette équation que nous trouverons la fonction F (z) qui,

parmi celles de la forme 2" +p,a" ™' +p, 2" "+ ... . +p, s+ p,,
s’écarte le moins possible de zéro entre z = — h et £ = -+ h. La quan-
tité L, comme nous le savons, détermine la plus grande valeur de cette
fonction pour 2 comprise entre les limitesx = — % et x = —+ k.

§ 21. Pour trouver la fonction F(x) d’aprés 1’équation (7), remarquons
que celle-ci devient

(F@)— @@ Ve — m] [Fl@)+ @@V — hﬂ] =1,

et par 14

_ PR — Iz
F@)—®@)Va h—F(m)+¢(x)Vm'
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D’ou nous tirons

F(.z) 5 78 1.2
® (2) =V&—It+ P (2) [F (&) + P (@) Va? — 2]’
ce qui .prouve que la fraction % est la valeur de Va?—n? exacte
’ 1 -
jusqu’aux termes de 'ordre g7 @ inclusivement.
Mais ceci ne peut avoir lieu que si gé—)) est 'une des fractions con-

vergentes de Va?— k2, que I’on trouve par son développement en fraction
continue. De plus, comme les fonctions F'(x), P (x), en vertu de I’équation (7),
sont nécessairement premieres entre elles, et que

n n—1 n—2
Foy=a"+pa" ' 4+p,a" "+ ....+p,  T+Dp,

T (z)
P (2)
numérateur est de degré n, et que ses parties, a un facteur constant prés,

sont égales & F(z) et P (x). On aura donc

il est clair que est celle des fractions convergentes de Va* — i dont le

Fa)y=0CP,, &P@=0C,e,,

en dénotant par gﬂ celle des fractions convergentes de Va? — k2, dont lc
n

numérateur est de degré ». Quant & la constante (), on trouvera sa
valeur, en remarquant que la fonction F(x) doit étre de la forme
o +p 2 p, 8" - p,  @4Dp,, et que, par conséquent, le

coefficient de z" doit étre égal & 1.

§ 22. D’aprés le développement de Va?—h? en fraction continue il
n’est pas difficile de trouver lasérie de ses fractions convergentes et, par 1a,
celle que nous avons désignée par Pu gt qui détermine les fonctions F'(z)

@n
et P (z). Mais on peut trouver directement les valeurs des fonctions P, et @,

comme nous allons le montrer.
D’aprés identité

(& — VZ2—0) ( VR — 1) =1,
quon vérifie aisément, on a

17y P S —— O
z+Var—h? Qx+Va2—h2—z

’
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et par 1a on trouve

—_— 2 2
sz-h‘*—xz—- _h— = — h 3
2 +Va R —u om— I
2 +Var —h2—x
h2 2
=% U n2 h
2z — > = =—2—_E
2z 4+Va? —h®:—=z v R -
— ne
20 ——
V&2 —h*+x

D’olt 'on voit que DPexpression Va? — k? se développe en fraction
continue

et que le quotient complet est égal & V22 — 12 + . Donc, en dénotant par

by B Pm--y P
Q' Q7 Qm—y’ Qm’

la série des fractions convergentes de

— 2
Va—T—o e

20— 2—'x .
on a
VaE 7 — Pm (V2 =12 +x) — 2Py,
Qm (VR — W2 4-2) — 12 Qpy_,’
et par la

_ Vo —h2 — B2 (P y— Q- Vo — hz).
L= Ve x + Va? —h?

Comme
B=@+Ve— o—Ve—hn),

cette valeur de P, — @, V&® — I? nous donne

Pm —_— Qm Va® — % = (x_ Vi — ]32) (P — Qm--l Vi — 722>,

m—1
ou, ce qui revient au méme,

P — Q. Va? —h?
Py 1— @Qm—1 Va? — h?

=g — Va2 — k.

En faisant dans cette formule

m=mn, m=n—1, m=n—2,....m=3, m=2,
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nous obtenons la série d’équations:

2 — h2
— Qup V@ —h —o—VE—P,
Py — Qn—y V2 —h?
Py — Qn—x 2? — W2 —— Vi — 72,
n——2 Qﬂ 2 - h2
Pu—z— s 1/.2:__2 =z — Vat—n,
n*‘3 Q”—a - h2
P, — Q4 Va2 — h2 . 2 2
- _szwz—hz_x_vm — 12,
2 ___ ht —_—
in“_’_:_‘__i =g — Va2 _.-kz’

qui, étant multipliées entre elles, donnent

P —_ Q'n sz—hz . 2 n—i
P, —Q,Va* —h? (x Vﬂ? ) )

D’olt nous concluons
P—Q. Vi—=(a—VaE—r) @e—VI—m)" = (e—Va—R)",

en remarquant que la premiere fraction convergente de

est égale & =, et que, par conséquent,

P1=x7 Q1:17 Pl'—Ql V{L‘B——hzzm—"/_fyﬂ_kz.

L’équation
P,—Q Ve —kr= (x— Var— h“’)”,

par le changement du signe de Va? — k2, devient

P+QVe—= o+ VE—n"

et dés lors nous avons

P — (@—+ Va?—R2)ta-(x—Va? — hE)n Q = (@4 Va2 =R — (z— an
n 2 Yo ¥ 2Vt — A
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D’aprés cela la fonction cherchée F'(x), qui est égale, comme nous
Pavons vu (§ 21), & G P, s’exprime ainsi:

Vi (x) — Co (z—+ l/:—v?h")”—; (x —Var—R2)" )

Cette valeur de F'(x), développée selon les puissances de z, a pour
premier terme 2" 7' C, 2", et F(z) devant étre de la forme

"+ p a” - p a4y,

il s’ensuit que 2"'C,=1. D’olt

1
G = gn—1)

et, en portant cette valeur de C, dans I’expression précédente de F'(z), nous
trouvons définitivement

(+ Va2 — 12"+ (x— Va? — h2)n

(8) F(2) - on

Telle est la valeur de la fonction F'(x) qui, parmi celles de la forme
" 4+p "+ pa" .. .p x4+ p,, sécarte le moins possible

de zéro entre x = —h et £ = —+h.

VIL

§ 23. La valeur trouvée de F'(x) fournit aisément la limite des écarts
de zéro de cette fonction entre x=-—~h et x = —+ A, limite que nous
avons désignée par L.

En effet, remarquons que 1’équation (7), pour x = h, donne

F?(h) — L* =0,
et par 1a
L= == F(h).

Mais, en faisant « = & dans la valeur trouvée de F'(z), on a

N

done

hn
L = g1

n—1°
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D’aprés cette valeur de I, et en remarquant que notre fonction F'()
est celle qui, parmi toutes les autres de la forme

n P ot n—2
" P a T AP AP, T,
s’écarte le moins de zéro entre £ = —h et £ = -+, nous parvenons a ce
théoréme:

Théoréme 5.

—1

La valeur numérique de la fonction 2™ —+p "' <. ... —4p,, entre

% =—h et = —+ h, ne peut rester inféricure a 2 (%)ﬂ

§ 24. De ce théoréme se déduisent plusieurs autres; nous en indique-
rons quelques-uns.

Théoréme 6.

1

Si la fonction (%) est de la forme 2"+ p, 2" '—+. ...+ p,, et que la

différence entre deux valewrs f(a—h), f(a -+ k) soit inférieure & 4(%>n,
la premiere dérivée de f(x) change de signe entre x =a—h et x =a -+ h.

Pour le démontrer supposons le contraire, savoir, que f’ (#) ne change
pas de signe entre x =a—1"h et x=a -+ h. Dans cette supposition, la

fonction

f(a +x) _f(ll—l—h) —|2—f(a— h)’

depuis = — h jusqu’ad z = ~ h, ne pourrait étre que constamment crois-
sante ou décroissante, et par conséquent, resterait comprise entre ses deux
valeurs extrémes

f(a_k)_f(a+h)—2|—f(a—h)=f(a—h);f(a+h),

f(@—+h) _fla+h+fla—h _f(a—h)—z—f(a—x—h).

P =

D’ou il suit que sa valeur numérique, depuis z=—~h jusqu’a
(a—h)—f(a—+h)
2

x = -+ h, ne surpasserait pas celle de ! et, par conséquent,
. . r_ . N [ h n BN 2 7 z PN 7
serait inférieure & 2 (=) , cette valeur, d’aprés 1’énoncé duthéoréme, étant

9 /) ’ ’
numériquement plus grande que

flo—h)—f(a+h)
5 .
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Mais comme la fonction

f(a+x)___f(a+lb)—;—f(a—7l)

est de la forme

n n—i1
A N A S N e S O

ceci ne peut avoir lieu en vertu du théoréme 5, ce qui prouve le théoréme
énoncé.

Théoréme 7.
Si la valeur numérique de Uintégrale

H
IH @'+ A" . ...+ K)dx

H— H,
4

o e s .4 n . . Lo
est inférieure a - ( > , ON trouvera aw moins une racine de l'équation

2 ' A .. - K =0

entre x = H, et x = H.
Pour le prouver, nous remarquerons qu’en faisant
n_fm(m""‘+ Az" 4. ...+ K) de = f(),
0
HOI a— k,

H=aqa-",
on frouve

f(a+k)_f(a—k)=nj: (" - A" 4. . . .+ K)da,

(=3

et comme, suivant le théoréme, 1'intégrale définie

[ @ da" e+ R)da
H

0

4

numérique de f(a +h)—f(a—Hh) est au-dessous de 4 (%)n D’ou, en
remarquant que

f(x):_—n'fm(x"“ﬂ—Ax"_z—f—. ...+ K)dz
0

. e . 4 L
est numériquement inférieure a 1—'( ) , 11 en résulte que la valeur
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est une fonction de la forme

" p " L,

nous concluons en vertu du théoréme précédent que 1’équation
ff@=n@" " '+d42" ?4+....4+K)=0

doit avoir au moins une racine comprise entre a—h = H,, ¢ + h==H,
ce qu’il s’agissait de prouver.

Théoréme 8.

Le nombre des variations de signes dans la suite

f@, @, '@, ...f" @, @),

o

f@)=a"+A2""'+....+K,

change toujours, quand om passe de la substitution quelconque x =1 & celle

28/ 72 1y
déterminée par la formule x =t 4 Jizl——g), en prenant le radical avec
r@)
7@ '
Nous ne traiterons ici que le cas ou f(¢) et £ (¢) sont positives. Mais
on reconnaitra aisément que la méme démonstration est applicable a tous
les cas.

le signe contraire @ celui de

Pour prouver notre théoréme dans le cas ou f(¢) et f'(£) sont positives,
nous allons montrer que, ces valeurs étant au-dessus de zéro, au moins 1’'une
des fonctions

f@, f'@)

2n /o
change de signe entre x —=¢—4 f—zl% et x =1. En effet, si les fonctions

f (), ' (x) demeuraient positives entre ces deux limites, la valeur
22 ()
f(t—ay52)

serait positive et au-dessous de f(z), et par conséquent, la valeur numérique de

fo—r(t—47/70)

































































































































































































































