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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ôîðìàëü-
íî íå ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé. Îäíà èç íèõ îòíîñèòñÿ ê òåîðèè ðàçðåøèìîñòè ôóíêöèî-
íàëüíûõ óðàâíåíèé íå òîëüêî ïðåäñòàâëÿþøèõ ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ (è íå èññëåäî-
âàííûõ ðàíåå), íî è íàøåäøèõ íåîæèäàííîå ïðèìåíåíèå â íåñêîëüêèõ îáëàñòÿõ àíàëèçà.
Âòîðàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà ñ ïîñòàíîâêîé îáùèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûñîêîãî ïîðÿäêà â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ. Îáå çàäà÷è
áûëè ïîñòàâëåíû è ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ïîäðîáíî èçó÷åíû â ðàáîòàõ [Ð1], [Ð2] è
[Ð3]. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòè çàäà÷è â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòíû. Áûëî óñòàíîâëå-
íî, ÷òî íå òîëüêî äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì, íî è èõ ôîðìóëèðîâêè
ñóùåñòâåííî îïèðàþòñÿ íà íîâûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
ïîðîæäåííûõ íåêîììóòàòèâíîé ïîëóãðóïïîé îòîáðàæåíèé îòðåçêà â ñåáÿ ñ äâóìÿ îáðà-
çóþùèìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òå æå çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ â óñëîâèÿõ, êîðåííûì îáðàçîì
îòëè÷àþùèõñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé â óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõ. Îäíàêî è
â íîâîé ñèòóàöèè îïðåäåëÿþùóþ ðîëü êàê â ïîñòàíîâêå çàäà÷, òàê è â èõ èçó÷åíèè,
èãðàþò äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, àíàëîãè÷íûå óïîìÿíóòûì âûøå. Îäíîé èç öåëåé íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè ýòèõ ñèñòåì è óãëóáëåíèå èõ ñâÿçè
ñ àíàëèçîì. Íàèáîëåå õàðàêòåðíûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè, ïðåäñòàâëåííûé
Òåîðåìîé 1, ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè ðàçëîæåíèÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè èç ïðîñò-
ðàíñòâà C〈1+r〉([0, 1]) â ðÿä ïî îðáèòàì ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ýòî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü îïèñàííûå âûøå çàäà÷è â ñîâåðøåííî èíûõ â ñðàâíåíèè
ñ [Ð1] - [Ð3] ïðåäïîëîæåíèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî
óðàâíåíèÿ òèïà Êîøè â çàìêíóòîé ôîðìå è äîêàçûâàåì åãî ðåãóëÿðíîñòü â øêàëå
ïðîñòðàíñòâ Ck. Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ñòðîãî ãèïåð-
áîëè÷åñêèé îïåðàòîð òðåòüåãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè. Ñ ýòèì îïåðàòîðîì êàíîíè÷åñêèì
îáðàçîì ñâÿçûâàåòñÿ ñèñòåìà îãðàíè÷åíûõ îáëàñòåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ ïðèîäíîì
äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à
îêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé â øêàëå ïðîñòðàíñòâCk. ßäðî îáðàòíîãî îïåðàòî-
ðà ýòîé çàäà÷è êàê ðàç è îïðåäåëÿåòñÿ êàê âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ îäíîãî èç
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, èçó÷åííûõ â ïåðâîé ÷àñòè íàñòîÿùåé ðàáîòû.

1. Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ òèïà Êîøè.
Ïóñòü I = {t| 0 ≤ t ≤ 1}. Ðàññìîòðèì äâà âåùåñòâåííîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèÿ δ1 è δ2 îòðåçêà I òàêèå, ÷òî
1◦ δ1(t)δ2(t) > 0 ïðè t > 0;

2◦ δ1(0) = δ2(0) = 0.

Ìû ãîâîðèì â ýòîì ñëó÷àå (ñì. [Ð4]), ÷òî δ1 è δ2 îáðàçóþò Z-êîíôèãóðàöèþ.
Òåðìèí, âûíåñåííûé â çàãîëîâîê íàñòîÿùåãî ï., îïèñûâàåò óðàâíåíèå âèäà

(0) F
(
δ1(t) + δ2(t)

)− F
(
δ1(t)

)− F
(
δ2(t)

)
= H(t), t ∈ I,

â êîòîðîì H è F ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàäàííóþ è íåèçâåñòíóþ ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå
íà îòðåçêàõ I è I ′ = [0, maxI(δ1 + δ2)], ñîîòâåñòâåííî. Âïåðâûå óðàâíåíèå (0) áûëî
ðàññìîòðåííî â ðàáîòå [Ð1], ãäå ôóíêöèè δ1 è δ2 óäîâëåòâîðÿëè ñîâåðøåííî èíûì
óñëîâèÿì, íåæåëè 1◦ è 2◦. Â ÷àñòíîñòè, ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé íå èìåëè îáùèõ òî÷åê. Â
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òåðìèíîëîãèè, ââåäåííîé â [Ð4], ýòè ôóíêöèè îáðàçîâûâàëèP - êîíôèãóðàöèþ. Èíòåðåñ
ê óðàâíåíèþ (0) áûë îáóñëîâëåí ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî èìåííî ê íåìó ñâîäèëèñü
íåñêîëüêî íîâûõ çàäà÷ èç òàêèõ äàëåêèõ äðóã îò äðóãà îáëàñòåé àíàëèçà, êàê óðàâíåíèÿ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èíòåãðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, òåîðèÿ ìåðû, ôóíêöèîíàëüíûå è
èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. Êàê îêàçàëîñü âïîñëåäñòâèè (ñì. [Ð5]), âñå ñêàçàííîå â ïîëíîé
ìåðå îòíîñèòñÿ ê óðàâíåíèþ (0) ïðè óñëîâèÿõ 1◦ è 2◦. Â íàñòîÿùåì ï. ïðè ìèíèìàëüíûõ
äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ìû äîêàæåì îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (0)
â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàõ ïðîñòðàíñòâ è, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ïîñòðîèì åãî ðåøåíèå
â ÿâíîì âèäå. Â ñëåäóþùåì ï. â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ìû â íåñêîëüêî õîäîâ ðåøàåì
íîâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðà 3 ïîðÿäêà
â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè.

Áîëüøèíñòâî ïðèâîäèìûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àÿì, êîãäà îòîáðàæåíèå
δ = δ1 + δ2 : I → I ′ îáðàòèìî. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîéδ(t) → t
ñâåñòè óðàâíåíèå (0) k íîðìàëüíîé ôîðìå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Êîøè

(1) F (t)− F
(
δ1(t)

)− F
(
δ2(t)

)
= H(t), t ∈ I ′,

â êîòîðîì

(2) δ1(t) + δ2(t) = t, t ∈ I ′.

Îáîçíà÷èì ÷åðåçΦδ ïîëóãðóïïó îòîáðàæåíèé îòðåçêàI ′ â ñåáÿ, ïîðîæäåííóþ îòîáðàæå-
íèÿìè δ1 è δ2. Ýëåìåíòàìè ýòîé ïîëóãðóïïû ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿI ′

â ñåáÿ âèäà δJ〈0〉 = id, δJ〈n〉 = δjn
◦ . . . ◦ δj1 , ãäå J〈n〉 = (j1, . . . , jn) - ïðîèçâîëüíûé

ìóëüòèèíäåêñ ñ jk = 1 èëè 2 è n = 1, 2, . . ., à ◦ îáîçíà÷àåò êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé.
Åñëè t- ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îòðåçêà I ′, òî å¼ îðáèòîé áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (t1, t2, . . .) òî÷åê îòðåçêà I ′, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

t1 = t, tk+1 = δjk
(tk), k = 1, 2, . . . , jk = 1 èëè 2.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî òàêèõ îðáèò çíà÷èòåëüíî øèðå, ÷åì â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì ñ îäíîé îáðàçóþùåé, ïîñêîëüêó ïåðåõîä îò òî÷êètk ê òî÷êå tk+1 ìîæåò îñóùåñò-
âëÿòüñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó, êàê êîíñòàòèðîâàëîñü â ðàáîòå [Ð2], "íå âèäíî,
êàêîå ïðèìåíåíèå ìîæåò íàéòè ýòî àìîðôíîå îáðàçîâàíèå â öåëîì". Â ñëó÷àå, êîãäà
ôóíêöèè δ1 è δ2 îáðàçóþò P - êîíôèãóðàöèþ, â ðàáîòàõ [Ð2] è [Ð3] âàæíóþ ðîëü èãðàëî
ïîäìíîæåñòâî T - ïðàâèëüíûõ îðáèò, ãäå T = T1 ∪ T2, a T1 è T2 ñóòü ïðîèçâîëüíûå
çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâa â I ′ áåç îáùèõ òî÷åê. Îðáèòà (t1, t2, . . .) íàçûâàåòñÿ T - ïðà-
âèëüíîé, åñëè â îïðåäåëåíèè îðáèòû (ñì. âûøå)δjk

= δi âñÿêèé ðàç, êîãäà tk ∈ Ti, i =
1, 2. Íà ÿçûêå ýòèõ îðáèò îïèñûâàëèñü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøè-
ìîñòè ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ îïèñàííîãî âûøå òèïà. Çäåñü áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî
â ñëó÷àå Z - êîíôèãóðàöèè è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2) âñå îðáèòû ïîëóãðóïïû Φδ

îäèíàêîâî âàæíû ïðè ðåøåíèè óïîìÿíóòûõ âûøå çàäà÷ èç àíàëèçà, ïðèâîäÿùèõ ê
óðàâíåíèþ (1).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâà

C〈k+r〉(I ′) = {u(t) |u(t) = Pk(t) + tk+rφ(t)},
ãäå k - íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, è 0 ≤ r < 1. Pk(t) â ýòîì îïðåäåëåíèè -
ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì ñòåïåíè≤ k , a φ(t) - ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Ñ ââåäåíèåì íîðìû

‖u‖〈k+r〉 = supI′ |Pk(t)|+ supI′ |ϕ(t)|
ïðîñòðàíñòâîC〈k+r〉(I ′) ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûì. Ãðóáî ãîâîðÿ, ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà
C〈k+r〉(I ′) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûå ía I ′ ôóíêöèè, èìåþùèå â òî÷êå t = 0 ïðîèçâîäíûå
äî ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåìr.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè âñå ýëåìåíòû F, H è δj , ñîñòàâëÿþùèå óðàâíåíèå (1),
ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó C〈1〉(I ′), òî óñëîâèÿ

F (0) = −H(0) è H ′(0) = 0.



3

ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì,
íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå (1) ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëî-
âèÿõ

(3) H(0) = H ′(0) = 0, F (0) = 0.

Èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ìû íà÷íåì ñ òåîðåìû, îïèñûâàþùåé íåîæèäàííóþ ñâÿçü
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäåííîé ïîëóãðóïïîé Φδ ñ êëàññè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè
àíàëèçà, ñ îäíîé ñòîðîíû, à ñ äðóãîé - ñ îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ óðàâíåíèé àíàëèçà,
êàêîâûì íåñîìíåííî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ÊîøèF (x + y)− F (x)− F (y) = 0.

Òåîðåìà 1. 1◦ Ïóñòü ôóíêöèè δ1(t) è δ2(t) îáðàçóþò Z - êîíôèãóðàöèþ íà îòðåçêå
I è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2). Åñëè îáå ýòè ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó
C〈1+r〉(I), r > 0 è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(4) δ′1(0)δ′2(0) 6= 0,

òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè H ∈ C〈1+r〉(I),óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (3), ðÿä

(5) F (t) =
∑

J

H(δJ(t)), t ∈ I,

â êîòîðîì ñóììèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ìóëüòèèíäåêñûJ = J〈n〉, n = 0, 1, . . .,
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî.
2◦ Ñóììà ýòîãî ðÿäà F (t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) è òàêæå ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó C〈1+r〉(I).

Áûòü ìîæåò, áóäåò óìåñòíî èíòåðïðåòèðîâàòü ðÿä (5) êàêðàçëîæåíèå ôóíêöèè H
ïî oðáèòàì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìûΦδ.

Âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿF (t) óðàâíåíèÿ (1), à òàêæå åãî ðåãó-
ëÿðíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ðåãóëÿðíîñòè ôóíêöèèH ðåøàþòñÿ ïîëîæèòåëüíî â ñëåäóþ-
ùèõ äâóõ òåîðåìàõ

Òåîðåìà 2. Âñå ðåøåíèÿ F ∈ C〈1〉(I ′) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (0) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè
ôóíêöèÿìè.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ýòà òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ îáùåãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ òèïà Êîøè (áåç ïðåäïîëîæåíèÿ (2)). Êðîìå òîãî, îíà ñïðàâåäëèâà â ïðîñòðàíñòâå
C〈1〉, áîëåå øèðîêîì, ÷åì ëþáîå ïðîñòðàíñòâîC〈1+r〉, ãäå äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâà-
íèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).

Òåîðåìà 3. Åñëè H ∈ Ck(I), k = 2, 3, . . ., òî ðåøåíèe F óðàâíåíèÿ (1) ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó Ck(I), è ðÿä (5) ñõîäèòñÿ â Ck(I).

Ýòà òåîðåìà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ôóíê-
öèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì, â òåîðèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(ñì. Òåîðåìó 5 íèæå).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàò Òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì:
ñóùåñòâóþò îäíîðîäíûå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ òèïà Êîøè, èìåþùèå íåëèíåéíûå
ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ ÷óòü áîëåå øèðîêèõ, ÷åìC〈1〉(I).

Òåîðåìà 4. 1 Äîïóñòèì, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà a è b óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
a + b = 1. Òîãäà óðàâíåíèå

(6) F (t)− F (at)− F (bt) = 0, t ∈ I,

èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåëèíåéíûõ ðåøåíèé ïðè óñëîâèè, ÷òîlogb a ðàöèîíàëüíî.
Âñå ýòè ðåøåíèÿ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâóC〈1,ln t〉(I) = {u |u = a0 + t ln tϕ(t)}, ãäå a0

- êîíñòàíòà, a ϕ(t) ∈ C(I).

1Ýòîò ðåçóëüòàò áûë âïåðâûå ïîëó÷åí äðóãèì ñïîñîáîì â äèñåðòàöèè Îððà Øàëèòà (Òåõíèîí).
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Èç ñîîáðàæåíèé êðàòêîñòè îñòàíîâèìñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå äâóõ ïåðâûõ òåîðåì.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1. 1◦ ÔóíêöèÿH(t), êàê ñëåäóåò èç óñëîâèÿ (3) è îïðåäåëå-
íèÿ ïðîñòðàíñòâà C〈1+r〉(I), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå H(t) = t1+rϕ(t), ãäå ϕ -
íåïðåðûâíàÿ íà I ôóíêöèÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå

F (t) =
∑

J

δ1+r
J (t)ϕ(δJ(t) ) =

∞∑
n=0

∑

J〈n〉

δ1+r
J〈n〉

(t)ϕ(δJ〈n〉(t) ).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèåAn(t) =
∑

J〈n〉
δ1+r
J〈n〉

(t), n = 1, 2, . . .. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíî-
øåíèå δJ〈0〉(t) = t ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü An(t) â âèäå

An(t) = t1+r
2∑

j1,...,jn=1

(
δjn

◦ . . . ◦ δj1(t)
δjn−1 ◦ . . . ◦ δj1(t)

)1+r

◦ . . . ◦
(

δj1(t)
t

)1+r

.

Îòìåòèì òåïåðü, ÷òî íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé 1◦, (2) è (4) ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà
q < 1, äëÿ êîòîðîé íåðàâåíñòâî

(
δ1(t) / t

)1+r +
(
δ2(t) / t

)1+r ≤ q

âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t ∈ I. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì çíà÷åíèè k, 1 ≤ k ≤ n,
2∑

jk=1

(
δjk

◦ . . . ◦ δj1(t) / δjk−1 ◦ . . . ◦ δj1(t)
)1+r ≤ q,

ãäå îáîçíà÷åíî δj 0 = id. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò íåðàâåíñòâîAn(t) ≤ t1+rqn, ÷òî
âëå÷¼ò çà ñîáîé ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà

∑
J(δJ (t) / t)1+r, à çíà÷èò è âîçìîæíîñòü

ïðåäñòàâëåíèÿ åãî ñóììû F (t) â âèäå
F (t) = t1+rf(t), t ∈ I,

ãäå f(t) - íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ï.1 òåîðåìû.
2◦ Òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ F (t) óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà
Êîøè, ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ (5). Ýòî çàâåðøàåò äîêà-
çàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.
Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2. Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) íà(δ1 +
δ2)(t). Ïîëàãàÿ

Φ(z) = F (z)/z, ρj(z) = δj(z)/(δ1 + δ2)(z), ïðè z ∈ I ′ \ {0},
è Φ(0) = 0, ρj(0) = δ′j/(δ1 + δ2)′(0), j = 1, 2,

ìû ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíòíîìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ
(7) Φ(δ1 + δ2)− ρ1(t)Φ(δ1(t) )− ρ2(t)Φ(δ2(t) ) = 0, t ∈ I ′,

â êîòîðîì âñå ôóíêöèè δj , ρj , Φ íåïðåðûâíû íà îòðåçêå I ′. Ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå
íåïðåðûâíîå ðåøåíèå Φ óðàâíåíèÿ (7) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Äåéñòâèòåëüíî, ââåäåì
îáîçíà÷åíèåM = maxI′ Φ è ïóñòü t0 = min{t |Φ(t) = M}. Äîïóñòèì, ÷òî t0 > 0. Òîãäà,
â ñèëó íåïðåðûâíîñòè,Φ(t0) = M, à çíà÷èò äëÿ ëþáîé òî÷êè t1 èç íåïóñòîãî ìíîæåñòâà
{t|(δ1 + δ2)(t1) = t0} âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

Φ(δ1(t1)) = Φ(δ2(t2)) = M,

òàê êàê (ρ1 + ρ2)(t) = 1 ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t. Ýòî, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ
òî÷êè t0, ïîñêîëüêó δ1(t1) < t0 (ñîãëàñíî 1◦). Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî t0 = 0, è ïîýòîìó
Φ(0) = M. Ïîâòîðÿÿ äîñëîâíî ýòî ðàññóæäåíèå ïðèìåíèòåëüíî ê òî÷êå ìèíèìóìà
ôóíêöèè Φ, ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþΦ(0) = minI′ Φ, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Çàìå÷àíèÿ 1. Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
H ∈ C〈1〉(I ′) îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
2. Ðàçóìååòñÿ âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïåðåíîñÿòñÿ ñ ïîíÿòíûìè èçìåíåíèÿìè íà
íåîäíîðîäíûå ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ òèïà Êîøè

F (δ1(t)δ2(t)) = F (δ1(t))F (δ2(t))H(t), t ∈ I.
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2. Ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ
Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ï., ÿâëÿþòñÿ íîâûìè â òåîðèè ôóíêöèîíàëü-

íûõ óðàâíåíèé. Áîëåå òîãî, óðàâíåíèÿ âèäà (0) íèêîãäà íå ðàññìàòðèâàëèñü â ðàìêàõ
ýòîé òåîðèè, íåñìîòðÿ íà å¼ äîëãóþ èñòîðèþ (ñì. íàïðèìåð, [KCG]). Â íàñòîÿùåì ï. ìû
ïîêàæåì, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ïîìèìî âñåãî ïðî÷åãî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåîáõîäèìûé
òåõíè÷åñêèé èíñòðóìåíò ïðè èçó÷åíèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ â îãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ äëÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ïëîñêîñòè. Îòíîñèòåëüíî äðóãèõ
ïðèìåíåíèé óðàâíåíèÿ (0) â àíàëèçå ñì. íàïðèìåð [Ð3].

Â ïðîñòðàíñòâåR2 ïåðåìåííûõx, y ìû ðàññìàòðèâàåì ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêèé îïåðà-
òîð P (∂) = P (∂x, ∂y) òðåòüåãî ïîðÿäêà (ñì. [Í]). Ëþáîé òàêîé îïåðàòîð (ñì. [Ð5])
äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

P (∂) = (∂/∂l1)(∂/∂l2)(∂/∂l3) + Q(∂),

ãäå l1, l2 è l3 - ïîïàðíî òðàíñâåðñàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, a Q - îïåðàòîð âòîðîãî
ïîðÿäêà. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O è ðàññìîòðèì 6 ïîëóòðàåêòîðèé ïîëåé
l1, l2 è l3, íà÷èíàþùèõñÿ âO è ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðàP (∂).
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òðîéêó ñîñåäíèõ ëó÷åé l1, l2 è l3, ëåæàùèõ íà òðàåêòîðèÿõ
ïîëåé l1, l2 è l3, ñîîòâåòñòâåííî, è òàêèõ, ÷òî ëó÷ l2 ðàñïîëîæåí ìåæäó ëó÷àìè l1
è l3, äðóãèìè ñëîâàìè, l2 = λ1l1 + λ3l3, ãäå λ1 > 0 è λ3 > 0. Íà ëó÷àõ l1 è l2
âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè A1 è A2, ñîîòâåòñòâåííî, è îïðåäåëèì îáëàñòü D1 êàê
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïàðàëëåëîãðàììOA1O

′A2, â êîòîðîì ñòîðîíû A1O
′ è A2O

′ ÿâëÿ-
þòñÿ òðàåêòîðèÿìè âåêòîðíûõ ïîëåé l2 è l1, ñîîòâåòñòâåííî.

Ââåäåì âD1 êâàçèäèàãîíàëüΓ = O O′, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé íåîñîáóþC2- êðèâóþ,
óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) êðèâàÿ Γ òðàíñâåðñàëüíà âåêòîðíîìó ïîëþ l3 âñþäó, a âåêòîðíûì
ïîëÿì l1 è l2 â òî÷êå O;
(ii) êðèâàÿ Γ íe èìååò îáùèõ òî÷åê ñ òðàåêòîðèÿìè OA1 è OA2, çà
èñêëþ÷åíèåì òî÷êè O.

Ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ îïèñàííîãî îïåðàòîðà P (∂) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé f â îáëàñòè D1 è g íà ìíîæåñòâåM = OA1 ∪ OA2 ∪ Γ
òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ u â D1 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

(15) P (∂)u = f â D1, u = g ía M.

Ïðåæäå, ÷åì ôîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîé çàäà÷å, îñòàíîâèìñÿ
íà óñëîâèÿõ ñîâìåñòíîñòè äàííûõ çàäà÷è. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g1, g2 è g3 îãðàíè÷åíèÿ
ôóíêöèè g ía êðèâûå OA1, OA2 è Γ, ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ñîîòíîøåíèÿ

x = xj(t), y = yj(t), t ∈ I, j = 1, 2, 3,

îïðåäåëÿþò ïàðàìåòðè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ êðèâûõ, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ìO =
(xj(0), yj(0)) äëÿ êàæäîãî j, òo

u(xj(t), yj(t)) = gj(t), t ∈ I.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð êðèâîé Γ â òî÷êå O. Ñîãëàñíî
âûáîðó âåêòîðîâ l1 è l2 è â ñèëó èõ òðàíñâåðñàëüíîñòè, ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëü-
íûå êîíñòàíòû µ1 è µ2, ÷òî

τ = µ1l1 + µ2l2.

Ýòî ïðèâîäèò ê ïåðâîìó íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ:

(16) g′3(0) = µ1g
′
1(0) + µ2g

′
2(0).

Âòîðîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå îòðàæàåò íàëè÷èå îáùåé òî÷êè O ó âñåõ òð¼õ êðèâûõ
OA1, OA2 è Γ:

(17) g1(0) = g2(0) = g3(0) = u(0, 0).
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü P (∂) - ïðîèçâîëüíûé ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêèé îïåðàòîð òðåòüåãî
ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â îáëàñòèD1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f ∈
C(D1) è g ∈ C2(M), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (16) è (17), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå u ∈ C2(D1) çàäà÷è (15). Îáðàòíûé îïåðàòîð (f, g) 7→ u îãðàíè÷åí è, åñëè
(f, g) ∈ Ck(D1)× Ck+2(M), òo u ∈ Ck+2(D1), k = 1, 2, . . ..

Ñîîòíîøåíèå g ∈ Ck(M) îçíà÷àåò, ÷òî âñå ôóíêöèè g1, g2 è g3 k ðàç íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìû ía êðèâûõOA1, OA2 è OO′, ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êðàòêîñòè îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì îäíîðîäíîãî îïåðàòîðà P =
(∂/∂l1)(∂/∂l2)(∂/∂l3). Â ýòîé ñèòóàöèè ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ
çàäà÷à (15) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
(18) (∂x − ∂y)∂x∂yu = f â D1, u = g ía M.

Çäåñü D1 = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b}, à ìíîæåñòâîM ñîñòîèò èç êðèâûõ

M1 = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ a, y = 0}, M2 = {(x, y) |x = 0, 0 ≤ y ≤ b} è
Γ = {(x, y) |x = δ1(t) y = δ2(t), t ∈ I}.

Ñîîòíîøåíèÿ x = δ1(t), y = δ2(t) îïðåäåëÿþò ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé
Γ è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþøèì óñëîâèÿì, äèêòóåìûì ñâîéñòâàìè (i) è (ii) ýòîé êðèâîé:

(j ) δ1(0) = δ2(0) = 0, δ1(1) = a, δ2(1) = b;

(jj ) δ1(t)δ2(t) > 0 0 < t ≤ 1;

(jjj ) δ′1(0)δ′2(0) > 0, δ′1(t) + δ′2(t) > 0, t ∈ I.

Ïîñëåäíåå èç ýòèõ óñëîâèé ïîçâîëÿåò âûáðàòü íîâóþ ïàðàìåòðèçàöèþ íàΓ, ïðè êîòîðîé
(íîâûå) ôóíêöèè δ1(t) è δ2(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

(jv) δ1(t) + δ2(t) = t, t ∈ I ′ = [0, a + b],

à çíà÷èò è óñëîâèþ δ′1(t) + δ′2(t) = 1. Ïóñòü
g = G1(x) ía M1, g = G2(y) ía M2, è g = G3(x, y) ía Γ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþϕ(t) = G3(δ1(t), δ2(t)). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê
çàäà÷å (18) óñëîâèÿ (16) è (17) òðàíñôîðìèðóþòñÿ â óñëîâèÿ
(19) G1(0) = G2(0) = ϕ(0) è ϕ′(0) = δ′1(0)G ′

1(0) + δ′2(0)G ′
2(0).

Ïóñòü âíà÷àëå f = 0. Ââåäåì ôóíêöèþ

u(x, y) =
∫ x

0

∫ y

0

F (s + t)dtds + G1(x) + G2(y)−G1(0)

â îáëàñòèD1. Çäåñü F - ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ía îòðåçêåI ′. Íà îñíîâàíèè
ñîîòíîøåíèé (19) ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþu = g íà êðèâûõ
OA1 è OA2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, u(x, y) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ â (18) ïðè f = 0 (åñëè îïåðàòîð ∂x − ∂y òðàêòîâàòü êàê âåêòîðíîå ïîëå ∂/∂l ñ
l = (1,−1)). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (18) ñf = 0 îñòàåòñÿ âûáðàòü ôóíêöèþ
F òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëîñü óñëîâèå u(x, y) = G3(x, y) ía Γ. Ìû ïðèõîäèì, òàêèì
îáðàçîì, ê ñëåäóþùåìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

(20)
∫ δ1(t)

0

(∫ δ2(t)

0

F (x + y)dy

)
dx = H(t), t ∈ I ′,

äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè F ∈ C(I ′). ×òî êàñàåòñÿ çàäàííîé ôóíêöèè H(t), òî îíà
èìååò âèä

H(t) = −G1(δ1(t))−G2(δ2(t)) + G3(δ1(t), δ2(t)) + G1(0),
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è, êàê ñëåäóåò èç (19), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (3). Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (20) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîé ôóíêöèèH(t) ∈ C2(I ′) ñî ñâîéñòâîì (3). Ñ ýòîé öåëüþ
ââåäåì íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþΦ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

Φ′′(z) = F (z), Φ(0) = 0, Φ′(0) = 0, z ∈ I ′,

(îäíîçíà÷íî ñâÿçàííóþ ñ ôóíêöèåéF ). Ïîäñòàâëÿÿ Φ′′(z) âìåñòî F â óðàâíåíèå (20) è
äâàæäû èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíå-
íèþ äëÿ ôóíêöèè Φ:

Φ(t)− Φ(δ1(t))− Φ(δ2(t)) = H(t), t ∈ I ′.

Â ñèëó óñëîâèÿ (jv) ýòî íå ÷òî èíîå, êaê ôóíêöèîíàëüíîe óðàâíåíèå òèïà Êîøè, èçó÷åí-
íîå â ï.1. Óñëîâèÿ (j)-(jv) ïîçâîëÿþò âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìàìè 1 è 3, è ìû çàêëþ÷àåì,
÷òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî â ïðîñòðàíñòâåC2(I ′) ïðè ëþáîé ôóíê-
öèè H ∈ C2(I ′). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò çàäà÷à (18) ïðèf = 0.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 5 îñòàåòñÿ ïðåäüÿâèòü êàêîå-ëèáî ðåøåíèå
u(x, y) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â (18) è ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó Ck(D1), åñëè f ∈ Ck(D1). Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî íóæíûì
ñâîéñòâîì îáëàäàåò ôóíêöèÿ

u(x, y) =
1
2

∫ x

0

(∫ y

0

(∫ x−y

(δ2−δ2)(x+y)

f
(s + t + z

2
,
s + t− z

2
)
dz

)
dt

)
ds.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 5.
¤
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